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ÎÁÙÀß ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÐÀÁÎÒÛ

Àêòóàëüíîñòü ðàáîòû.

Ïåðâûå ïðèìåðû êâàíòîâûõ ìàòðè÷íûõ àëãåáð âîçíèêëè â ðàáîòàõ

Â. Äðèíôåëüäà [D1] è Í. Ðåøåòèõèíà, Ë. Òàõòàäæÿíà è Ë. Ôàääååâà

[RTF], ãäå ðàññìàòðèâàëèñü àëãåáðû êâàíòîâûõ ôóíêöèé íà ãðóïïàõ.

Âñêîðå ïîñëå ýòîãî áûë ââåäåí â ðàññìîòðåíèå äðóãîé âàæíûé êëàññ

êâàíòîâûõ ìàòðè÷íûõ àëãåáð (ñì., íàïðèìåð, [KSkl, KS]) � òàê íàçûâà-

åìûå àëãåáðû óðàâíåíèÿ îòðàæåíèÿ. Ýòè àëãåáðû ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé

ìàòåìàòè÷åñêóþ îñíîâó èíòåãðèðóåìîñòè ðàçëè÷íûõ ìîäåëåé ìàòåìàòè-

÷åñêîé ôèçèêè: êâàíòîâûõ ñïèíîâûõ öåïî÷åê, ðåøåòî÷íûõ äâóìåðíûõ

ñòàòèñòè÷åñêèõ ìîäåëåé, à òàêæå ìîäåëåé, êîíôèãóðàöèîííîå ïðîñòðàí-

ñòâî êîòîðûõ ñîäåðæèò ãðàíèöû. Â äàëüíåéøåì êâàíòîâûå ìàòðè÷íûå

àëãåáðû ñòàëè ïðèìåíÿòüñÿ äëÿ ïîñòðîåíèÿ íåêîììóòàòèâíîé ãåîìåò-

ðèè (óñëîâíî ãîâîðÿ, ïðîñòðàíñòâ ñ íåêîììóòèðóþùèìè êîîðäèíàòàìè)

è ñîîòâåòñòâóþùèõ ñèììåòðèé. Îäíèì èç ñàìûõ ïåðâûõ ïðèìåðîâ áûëè

êîíñòðóêöèè íåêîììóòàòèâíîãî ïðîñòðàíñòâà Ìèíêîâñêîãî è êâàíòîâîé

ãðóïïû Ëîðåíöà. Çàòåì ñòàëè ðàçâèâàòüñÿ ðàçëè÷íûå âåðñèè äèôôåðåí-

öèàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ íà êâàíòîâûõ ãðóïïàõ, ÷òî ïîòðåáîâàëî ââåäåíèÿ

ïîíÿòèÿ êâàíòîâàííûõ âåêòîðíûõ ïîëåé è ïðîèçâîäíûõ, âíåøíåãî äèô-

ôåðåíöèàëà, äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì, ïðåäñòàâëÿþùèõ ñîáîé îáîáùå-

íèå íà íåêîììóòàòèâíûé ñëó÷àé ñîîòâåòñòâóþùèõ îáúåêòîâ êëàññè÷å-

ñêîé äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè.

Âñå ýòè ïðèëîæåíèÿ ïîòðåáîâàëè ïîäðîáíîãî èçó÷åíèÿ ñòðóêòóðû

êâàíòîâûõ ìàòðè÷íûõ àëãåáð è èõ ïðåäñòàâëåíèé. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû

äèññåðòàöèè ïîñâÿùåíû ðåøåíèþ íåêîòîðûõ âîïðîñîâ èç ýòîé îáëàñòè.

Öåëü ðàáîòû.

Öåëè äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ìîæíî îáúåäèíèòü â òðè îñíîâíûõ

ãðóïïû:

• Èññëåäîâàíèå àëãåáðàè÷åñêîé ñòðóêòóðû àëãåáð óðàâíåíèÿ îòðà-
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æåíèÿ GL(m|n) òèïà: òîæäåñòâà Ãàìèëüòîíà-Êýëè, ñïåêòð êâàíòî-

âîé ìàòðèöû è ñïåêòðàëüíîå ðàñøèðåíèå öåíòðà àëãåáðû, ñòðóêòó-

ðà òâèñòîâàííîãî êîóìíîæåíèÿ.

• Ïîñòðîåíèå òåîðèè êîíå÷íîìåðíûõ ïðåäñòàâëåíèé, âû÷èñëåíèå ñïåê-

òðà öåíòðàëüíûõ ýëåìåíòîâ.

• Ïðèëîæåíèå ê íåêîììóòàòèâíîé ãåîìåòðèè: îïðåäåëåíèå êâàíòîâî-

ãî ìíîãîîáðàçèÿ è äèôôåðåíöèàëüíî-ãåîìåòðè÷åñêèõ ñòðóêòóð íà

íåì: âåêòîðíûõ ïîëåé, ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïî íåêîììóòàòèâíûì

êîîðäèíàòàì, èíâàðèàíòíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ âûñ-

øèõ ïîðÿäêîâ (îäèí èç ïðèìåðîâ � îïåðàòîð Ëàïëàñà).

Ðåçóëüòàòû, ïðåäñòàâëÿåìûå ê çàùèòå.

1. Äëÿ øèðîêîãî êëàññà êâàíòîâûõ ìàòðè÷íûõ àëãåáð, ïàðàìåòðèçó-

åìûõ R-ìàòðèöàìè GL(m|n) òèïà, íàéäåíû ìàòðè÷íûå òîæäåñòâà,

îáîáùàþùèå èçâåñòíûå òîæäåñòâà Ãàìèëüòîíà-Êýëè ìàòðè÷íîé àë-

ãåáðû. Êîýôôèöèåíòû òîæäåñòâà ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé êâàíòîâûå

ôóíêöèè Øóðà, ïðàâèëî èõ ïåðåìíîæåíèÿ ñîâïàäàåò ñ êëàññè÷å-

ñêèì ïðàâèëîì Ëèòòëâóäà-Ðè÷àðäñîíà.

2. Íàéäåíû ñåðèè áèëèíåéíûõ òîæäåñòâ íà ñèììåòðè÷åñêèå ôóíêöèè

Øóðà. Ñ ïîìîùüþ ýòèõ òîæäåñòâ ïîëó÷åíà ôàêòîðèçàöèÿ ïîëè-

íîìà Ãàìèëüòîíà-Êýëè, ÷òî ïîçâîëèëî èíâàðèàíòíûì îáðàçîì ââå-

ñòè ïîíÿòèÿ ÷åòíûõ è íå÷åòíûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé êâàíòîâîé

ìàòðèöû. Íàéäåíà ïàðàìåòðèçàöèÿ öåíòðà êâàíòîâîé ìàòðè÷íîé

àëãåáðû â òåðìèíàõ ñïåêòðàëüíûõ çíà÷åíèé.

3. Ïîñòðîåíà êâàçèòåíçîðíàÿ êàòåãîðèÿ êîíå÷íîìåðíûõ ïðåäñòàâëå-

íèé ñïåöèàëüíîãî êëàññà êâàíòîâûõ ìàòðè÷íûõ àëãåáð � àëãåáð

óðàâíåíèÿ îòðàæåíèé. Íàéäåíî ïðàâèëî ïåðåìíîæåíèÿ êîíå÷íî-

ìåðíûõ ìîäóëåé íà îñíîâå òâèñòîâàííîãî êîóìíîæåíèÿ â àëãåáðå.
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Âû÷èñëåí ñïåêòð îïåðàòîðîâ Êàçèìèðà â êîíå÷íîìåðíûõ ìîäóëÿõ,

ïàðàìåòðèçóåìûõ îäíîñòîëáöîâûìè è îäíîñòðî÷íûìè äèàãðàììà-

ìè Þíãà.

4. Ââåäåíî ïîíÿòèå êâàíòîâîãî ìíîãîîáðàçèÿ (ïðîñòðàíñòâà ñ íåêîì-

ìóòàòèâíûìè êîîðäèíàòàìè) � êâàíòîâàííîé îðáèòû êîïðèñîåäè-

íåííîãî äåéñòâèÿ ãðóïïû Ëè GL(n) íà ïðîñòðàíñòâå gl∗(n) � äó-

àëüíîì àëãåáðå Ëè gl(n). Àëãåáðà ôóíêöèé íà òàêîì ìíîãîîáðàçèè

çàäàåòñÿ â âèäå ôàêòîðà àëãåáðû óðàâíåíèÿ îòðàæåíèé ïî èäåàëó,

ïîðîæäåííîìó ïîëèíîìèàëüíûìè ñîîòíîøåíèÿìè íà öåíòðàëüíûå

ýëåìåíòû.

5. Ââåäåíû ïîíÿòèÿ êàñàòåëüíûõ âåêòîðîâ è èíâàðèàíòíûõ äèôôå-

ðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ, äåéñòâóþùèõ íà ôóíêöèè íà ìíîãîîá-

ðàçèè. Âàæíûì ïðèìåðîì òàêîãî îïåðàòîðà ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîð Ëà-

ïëàñà. Ïîñòðîåíà àëãåáðà íåêîììóòàòèâíûõ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ,

íàéäåíî ìîäèôèöèðîâàííîå ïðàâèëî Ëåéáíèöà, ïîçâîëÿþùåå âû-

÷èñëÿòü äåéñòâèå ýòèõ ïðîèçâîäíûõ íà íåêîììóòàòèâíûõ ôóíêöè-

ÿõ.

6. Â êà÷åñòâå ïðèëîæåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ êîíñòðóêöèé íåêîììóòà-

òèâíîé ãåîìåòðèè ðàññìîòðåíû ìîäåëè àòîìà âîäîðîäà â íåêîììó-

òàòèâíîì ïðîñòðàíñòâå è ñâîáîäíûå ïîëåâûå óðàâíåíèÿ Êëåéíà-

Ãîðäîíà è Äèðàêà. Äëÿ àòîìà âîäîðîäà âû÷èñëåíû ïîïðàâêè â

ñïåêòð è âîëíîâóþ ôóíêöèþ, ïðîèñõîäÿùèå îò íåêîììóòàòèâíîñòè

ïðîñòðàíñòâà, äëÿ ñâîáîäíûõ ïîëåâûõ óðàâíåíèé íàéäåíû ðåøåíèÿ

â âèäå àíàëîãîâ ïëîñêèõ âîëí.

Ïóáëèêàöèè.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè èçëîæåíû â 14 æóðíàëüíûõ ïóá-

ëèêàöèÿõ. Âñå æóðíàëû âõîäÿò â ñïèñîê, îäîáðåííûé ÂÀÊ:
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1. D. Gurevich, P. Saponov, Quantum line bundles via Cayley-Hamilton

identity, Journal of Physics A: Math. Gen. 34 (2001) 4553 � 4569.

2. D. Gurevich, P. Saponov, Quantum line bundles on a noncommutative

sphere Journal of Physics A: Math. Gen. 35 (2002) 9629�9643.

3. Ä. Ãóðåâè÷, Ï. Ñàïîíîâ,Íåîäíîìåðíûå ïðåäñòàâëåíèÿ àëãåáðû óðàâ-

íåíèÿ îòðàæåíèé, Òåîðåòè÷åñêàÿ è ìàòåìàòè÷åñêàÿ ôèçèêà, òîì

139 (2004) 45�61.

4. P. Saponov, The Weyl approach to the representation theory of re�ection

equation algebra, Journal of Physics A: Math. Gen. 37 (2004) 5021�

5046.

5. Ä.È. Ãóðåâè÷, Ï.Í. Ïÿòîâ, Ï.À. Ñàïîíîâ, Òåîðåìà Ãàìèëüòîíà-

Êýëè äëÿ êâàíòîâûõ ìàòðè÷íûõ àëãåáð GL(m|n) òèïà. Àëãåáðà è

Àíàëèç, òîì 17 (2005) 157�179.

6. Ä.È. Ãóðåâè÷, Ï.Í. Ïÿòîâ, Ï.À. Ñàïîíîâ, Êâàíòîâûå ìàòðè÷íûå

àëãåáðû GL(m|n) òèïà II: ñòðóêòóðà õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ïîäàë-

ãåáðû è åå ñïåêòðàëüíàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ, Òåîðåòè÷åñêàÿ è Ìàòå-

ìàòè÷åñêàÿ Ôèçèêà, òîì 147 (2006) 14�46.

7. D. Gurevich, P. Saponov,Geometry of non-commutative orbits related

to Hecke symmetries, Contemporary Mathematics, 433 (2007) 209�250.

8. D.I. Gurevich, P.N. Pyatov, P.A. Saponov,Representation theory of

(modi�ed) re�ection equation algebra of GL(m|n) type, Àëãåáðà è Àíà-

ëèç, òîì 20 (2008) 70�133.

9. Ä. Ãóðåâè÷, Ï. Ïÿòîâ, Ï. Ñàïîíîâ, Ñïåêòðàëüíàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ

äëÿ ñòåïåííûõ ñóìì êâàíòîâûõ ñóïåðìàòðèö, Òåîðåòè÷åñêàÿ è

ìàòåìàòè÷åñêàÿ ôèçèêà, òîì 159 (2009) 206�218.

6



10. D. Gurevich, P. Saponov, Braided a�ne geometry and q-analogs of wave

operators, Journal of Physics A: Math. and Theor., 42 (2009) 313001.

11. D. Gurevich, P. Pyatov, P. Saponov, Bilinear identities on Schur symmetric

functions, Journal of Nonlinear Mathematical Physics 17, Supplementary

Issue 1 (2010) 31�48.

12. D.I. Gurevich, P.A. Saponov, Generic super-orbits in gl(m|n)∗ and

their braided counterparts, Journal of Geometry and Physics 60 (2010)

1411-1423.

13. D. Gurevich, P. Pyatov, P. Saponov, Braided Di�erential Operators on

Quantum Algebra, Journal of Geometry and Physics 61 (2011) 1485-

1501.

14. D. Gurevich, P.Saponov, Braided algebras and their applications to

Noncommutative Geometry, Advances in Applied Mathematics 51 (2013)

228�253.

Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèè. Ðàáîòà èçëîæåíà íà 162 ñòðàíè-

öàõ, ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, ÷åòûðåõ ãëàâ, çàêëþ÷åíèÿ è äâóõ ïðèëîæåíèé.

Ñïèñîê öèòèðóåìîé ëèòåðàòóðû ñîäåðæèò 112 ññûëîê.

ÊÐÀÒÊÎÅ ÑÎÄÅÐÆÀÍÈÅ ÄÈÑÑÅÐÒÀÖÈÈ

Ââåäåíèå ñîäåðæèò êðàòêèé îáçîð òåìû, ìîòèâèðîâêè è îáùåå îïè-

ñàíèå ðåçóëüòàòîâ, ïðåäñòàâëåííûõ ê çàùèòå.

Ïåðâàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà ñòðóêòóðå êâàíòîâîé ìàòðè÷íîé àëãåáðû.

Ïîñëå ââåäåíèÿ îïðåäåëåíèÿ êâàíòîâîé ìàòðè÷íîé àëãåáðû è èëëþñòðà-

öèè åãî ïðèìåðàìè àëãåáðû êâàíòîâàííûõ ôóíêöèé íà ãðóïïå è àëãåáðû

óðàâíåíèÿ îòðàæåíèé ðàññìàòðèâàåòñÿ òàê íàçûâàåìàÿ õàðàêòåðèñòè÷å-

ñêàÿ ïîäàëãåáðà, ýëåìåíòû êîòîðîé ïîðîæäàþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.
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Ðàññìîòðèì ïîäïðîñòðàíñòâî Char(R,F ) ⊂M(R,F ), ÿâëÿþùååñÿ ëè-

íåéíîé îáîëî÷êîé åäèíèöû è ýëåìåíòîâ âèäà

y(x(k)) = Tr
R(1 . . . k)(M1 . . .Mk ρR(x(k))) k = 1, 2, . . . , (1)

ãäå x(k) � âñåâîçìîæíûå ýëåìåíòû àëãåáðû Hk(q). Ñèìâîëîì Tr
R(1 . . . k)

çäåñü îáîçíà÷åíà îïåðàöèÿ âçÿòèÿ R-ñëåäà ïî ïðîñòðàíñòâàì ñ ïåðâîãî

ïî k-å.

Ïðîñòðàíñòâî Char(R,F ) ÿâëÿåòñÿ êîììóòàòèâíîé ïîäàëãåáðîé àë-

ãåáðûM(R,F ). Ýòó ïîäàëãåáðó ìû áóäåì íàçûâàòü õàðàêòåðèñòè÷åñêîé.

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå äâà íàáîðà ýëåìåíòîâ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ïî-

äàëãåáðû: {pk(M)} è {sλ(M)}, ýëåìåíòû êîòîðûõ áóäåì íàçûâàòü, ñî-

îòâåòñòâåííî, ñòåïåííûìè ñóììàìè è ôóíêöèÿìè Øóðà. Äëÿ êàæäîãî

öåëîãî k ≥ 1 îáîçíà÷èì

pk(M) := Tr
R(1 . . . k)(M1 . . .Mk Rk−1 . . . R1). (2)

Â ñëó÷àå, åñëè R � R-ìàòðèöà ãåêêåâñêîãî òèïà, äëÿ âñÿêîãî ðàçáèåíèÿ

λ ` k, k = 1, 2, . . . , îáîçíà÷èì

s0(M) := 1, sλ(M) := Tr
R(1 . . . k)(M1 . . .Mk ρR(Eλ

α)). (3)

Âûðàæåíèå â ïðàâîé ÷àñòè (3) íå çàâèñèò îò âûáîðà èíäåêñà α ìàòðè÷íîé

åäèíèöû.

Óòâåðæäåíèå 1 Äëÿ âñÿêîé êâàíòîâîé ìàòðè÷íîé àëãåáðû M(R,F )

ãåêêåâñêîãî òèïà

à) åå õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ïîäàëãåáðà Char(R,F ) ïîðîæäàåòñÿ åäè-

íèöåé è ñòåïåííûìè ñóììàìè pk(M), k = 1, 2, . . . ;

á) íàáîð ôóíêöèé Øóðà sλ(M), λ ` k, k = 0, 1, . . . , ÿâëÿåòñÿ ëè-

íåéíûì áàçèñîì Char(R,F ).
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Â êëàññè÷åñêîì ìàòðè÷íîì àíàëèçå õîðîøî èçâåñòíà òåîðåìà Ãàìèëü-

òîíà-Êýëè, êîòîðàÿ óòâåðæäàåò, ÷òî äëÿ ëþáîé êâàäðàòíîé ìàòðèöû M

ñ ìàòðè÷íûìè ýëåìåíòàìè èç ïîëÿ K, âûïîëíåíî òîæäåñòâî

∆(M) ≡ 0, (4)

ãäå ∆(x) = det(M − xI) � õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïîëèíîì ìàòðèöû M .

Åñëè ïîëå K àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòî, òî êîýôôèöèåíòû ýòîãî ïîëèíî-

ìà ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòàðíûìè ñèììåòðè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè ñîáñòâåííûõ

çíà÷åíèé M . Â äàëüíåéøåì äëÿ ïðîñòîòû ìû ïîëàãàåì K ïîëåì êîì-

ïëåêñíûõ ÷èñåë C.

Îäíèì èç îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ ïåðâîé ãëàâû ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèå

òåîðåìû Ãàìèëüòîíà-Êýëè íà ñëó÷àé êâàíòîâûõ ìàòðè÷íûõ àëãåáðGL(m|n)

òèïà.

Òåîðåìà 2 Ïóñòü M = ‖M j
i ‖Ni,j=1 � ìàòðèöà îáðàçóþùèõ êâàíòîâîé

ìàòðè÷íîé àëãåáðûM(R,F ), çàäàâàåìîé ïî ïàðå ñîâìåñòèìûõ, ñòðîãî

êîñîáðàòèìûõ R-ìàòðèö R è F , ïðè÷åì R åñòü R-ìàòðèöà GL(m|n)

òèïà. Â àëãåáðå M(R,F ) òîæäåñòâåííî âûïîëíÿåòñÿ ìàòðè÷íîå ñî-

îòíîøåíèå
n+m∑
i=0

Mm+n−iCi ≡ 0 , (5)

ãäå M ī åñòü i-ÿ ñòåïåíü êâàíòîâîé ìàòðèöû (ñì. îïðåäåëåíèå (??)), à

êîýôôèöèåíòû Ci ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè êîìáèíàöèÿìè ôóíêöèé Øóðà

(ñì. îïðåäåëåíèå (3)).

Ôóíêöèè Øóðà, âõîäÿùèå â ôîðìóëó äëÿ êîýôôèöèåíòà Ci, ÿâëÿ-

þòñÿ îäíîðîäíûìè ïîëèíîìàìè ñòåïåíè (mn + i) ïî ìàòðè÷íûì êîì-

ïîíåíòàì M j
i . Òàêèì îáðàçîì, ëþáîé ìàòðè÷íûé ýëåìåíò ëåâîé ÷àñòè

òîæäåñòâà (5) ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíûì ïîëèíîìîì ñòåïåíè (mn+m+n)

ïî M j
i .
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Âûðàæåíèÿ äëÿ êîýôôèöèåíòîâ Ci â òåðìèíàõ ôóíêöèé Øóðà ãðà-

ôè÷åñêè ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

Ci =

min{i,m}∑
k=max{0,(i−n)}

(−1)kq(2k−i)

n êëåòîê︷ ︸︸ ︷

(i− k) êëåòîê
︸ ︷︷ ︸

m


. . .

......
. . .

. . .

}
k

(6)

ãäå ïîä êàæäîé èç äèàãðàìì Þíãà ïîäðàçóìåâàåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùàÿ

åé ôóíêöèÿ Øóðà.

Äàëåå â ðàçäåëå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñòðóêòóðà õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ïî-

äàëãåáðû è äîêàçûâàåòñÿ âàæíîå óòâåðæäåíèå î ïðîèçâåäåíèè êâàíòî-

âûõ ôóíêöèé Øóðà.

Òåîðåìà 3 ([GPS3]) Ðàññìîòðèì êâàíòîâóþ ìàòðè÷íóþ àëãåáðóM(R,F )

Ãåêêåâñêîãî òèïà, ãåíåðàòîðàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ êîìïîíåíòû ìàò-

ðèöû M . Ïóñòü ïàðàìåòð q óäîâëåòâîðÿåò îãðàíè÷åíèþ

kq =
qk − q−k

q − q−1
6= 0, ∀ k ∈ N.

Òîãäà óìíîæåíèå ýëåìåíòîâ (3) õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ïîäàëãåáðû Char(R,F )

ïîä÷èíÿåòñÿ ñëåäóþùåìó ïðàâèëó

sλ(M)sµ(M) =
∑

ν`(k+n)

c νλµsν(M), (7)

ãäå λ ` n è µ ` k åñòü ïðîèçâîëüíûå ðàçáèåíèÿ, sλ(M), sµ(M) ∈ Char(R,F )

ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè Øóðà, à êîíñòàíòû c νλµ ñîâïàäàþò ñ êîýôôèöè-

åíòàìè Ëèòòëâóäà-Ðè÷àðäñîíà ([Mac], ðàçäåë 1.9).

Êâàíòîâûå ôóíêöèè Øóðà óäîâëåòâîðÿþò ñåðèè áèëèíåéíûõ òîæ-

äåñòâ (îíè îêàçâàþòñÿ âåðíûìè è äëÿ êëàññè÷åñêèõ ôóíêöèé Øóðà),

÷òî ïîçîâëÿåò çàïèñàòü òîæäåñòâî Ãàìèëüòîíà-Êýëè â ôàêòîðèçîâàííîì

âèäå.
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Òåîðåìà 4 (Ôàêòîðèçîâàííîå òîæäåñòâî Êýëè-Ãàìèëüòîíà) Â

ïðåäïîëîæåíèÿõ òåîðåìû 2 ñïðàâåäëèâî ôàêòîðèçîâàííîå òîæäåñòâî

Ãàìèëüòîíà-Êýëè( m∑
k=0

(−q)kMm−ks
[m|n]k

(M)
)
∗
( n∑
r=0

q−rMn−rs[m|n]r
(M)

)
≡ 0 . (8)

Íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ýêâèâàëåíòíîñòè òîæäåñòâ

(5) è (8) ÿâëÿåòñÿ îáðàòèìîñòü ôóíêöèè Øóðà s[m|n](M).

Ôàêòîðèçàöèÿ òîæäåñòâà Êýëè-Ãàìèëüòîíà óêàçûâàåò åñòåñòâåííóþ

ïàðàìåòðèçàöèþ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ïîäàëãåáðû êâàíòîâîé ìàòðè÷íîé

àëãåáðû GL(m|n) òèïà. À èìåííî, ðàññìîòðèì ãîìîìîðôíîå îòîáðàæå-

íèå ñîîòâåòñòâóþùåé õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ïîäàëãåáðû Char(R,F ) â àë-

ãåáðó C[µ, ν] ïîëèíîìîâ îò äâóõ íàáîðîâ êîììóòèðóþùèõ ïåðåìåííûõ

µ := {µi}1≤i≤m è ν := {νj}1≤j≤n. Ãîìîìîðôèçì Char(R,F ) → C[µ, ν] :

sλ(M) 7→ sλ(µ, ν), êîòîðûé ìû áóäåì íàçûâàòü ïàðàìåòðèçàöèîííûì

îòîáðàæåíèåì, çàäàåòñÿ ôîðìóëàìè1

s[m|n]k (M)

s[m|n] (M)
7→

s[m|n]k (µ,ν)

s[m|n] (µ,ν)
:=

∑
1≤i1<···<im≤m

q−kµi1 . . . µik = ek(q
−1µ) , 1 ≤ k ≤ m,(9)

s[m|n]r
(M)

s[m|n] (M)
7→

s[m|n]r
(µ,ν)

s[m|n] (µ,ν)
:=

∑
1≤j1<···<jr≤n

(−q)rνj1 . . . νjr = er(−qν) , 1 ≤ r ≤ n .(10)

Çäåñü ek(·) îáîçíà÷àåò îãðàíè÷åíèå ýëåìåíòàðíîé ñèììåòðè÷åñêîé ôóíê-
öèè ek ∈ Λ äî ýëåìåíòàðíîãî ñèììåòðè÷åñêîãî ïîëèíîìà îò êîíå÷íî-

ãî ÷èñëà ïåðåìåííûõ � àðãóìåíòîâ ek(·) â ïðèâåäåííûõ âûøå ôîðìó-

ëàõ. Êðîìå òîãî, ïàðàìåòðèçàöèîííîå îòîáðàæåíèå òðåáóåò îáðàòèìîñòè

ôóíêöèè s[m|n](M). Ñòåïåíè ïàðàìåòðà q ââåäåíû â ôîðìóëû (9) � (10)

ñ öåëüþ óïðîùåíèÿ çàïèñè òîæäåñòâà (11).

1Çäåñü ìû äîïîëíèòåëüíî ïðåäïîëàãàåì àëãåáðàè÷åñêóþ íåçàâèñèìîñòü ýëåìåíòîâ
s[m|n]k (M)

s[m|n] (M) , 1 ≤ k ≤ m è
s[m|n]r (M)

s[m|n] (M) , 1 ≤ r ≤ n.
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Ñîîòíîøåíèÿ (9) è (10) çàäàþò ãîìîìîðôèçì õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ïî-

äàëãåáðû Char(R,F ) â ïîäàëãåáðó ñóïåðñèììåòðè÷åñêèõ ïîëèíîìîâ îò

íàáîðîâ ïåðåìåííûõ {q−1µi} è {−qνj}. Òåïåðü íåòðóäíî çàïèñàòü õàðàê-
òåðèñòè÷åñêèé ïîëèíîì (5) â ïîëíîñòüþ ôàêòîðèçîâàííîì âèäå:

(s[m|n](M) I)∗2 ∗
m∏
i=1

(M − µiI) ∗
n∏
j=1

(M − νjI) ≡ 0 . (11)

Çäåñü âñå ïðîèçâåäåíèÿ ïîíèìàþòñÿ â ñìûñëå êâàíòîâîãî ìàòðè÷íîãî

óìíîæåíèÿ.

Ïðèâåäåííàÿ âûøå ïîëíîñòüþ ôàêòîðèçîâàííàÿ ôîðìà òîæäåñòâà

Êýëè-Ãàìèëüòîíà ñëóæèò îñíîâàíèåì äëÿ èíòåðïðåòàöèè íàáîðîâ {µi}
è {νj} êàê, ñîîòâåòñòâåííî, �÷åòíûõ� è �íå÷åòíûõ� ñîáñòâåííûõ çíà÷å-

íèé êâàíòîâîé ñóïåðìàòðèöû M .

Çàâåðøàåòñÿ ãëàâà ñïåêòðàëüíîé ïàðàìåòðèçàöèåé õàðàêòåðèñòè÷å-

ñêîé ïîäàëãåáðû è âûÿñíåíèåì óñëîâèé íà ñïåêòð êâàíòîâîé ìàòðèöû,

êîòîðûå îáåñïå÷èâàþò îáðàòèìîñòü ôóíêöèè Øóðà s[m|n].

Âòîðàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà òåîðèè êîíå÷íîìåðíûõ ïðåäñòàâëåíèé êâàí-

òîâûõ ìàòðè÷íûõ àëãåáð ñïåöèàëüíîãî âèäà � òàê íàçûâàåìûõ àëãåáð

óðàâíåíèÿ îòðàæåíèé GL(m|n) òèïà. Îäíîé èç ïðîáëåì òåîðèè ïðåä-

ñòàâëåíèé ÿâëÿåòñÿ ñëîæíîñòü ïðàâèëà êîóìíîæåíèÿ â àëãåáðå óðàâíå-

íèÿ îòðàæåíèé (òàê íàçûâàåìîå òâèñòîâàííîå êîóìíîæåíèå), ÷òî, â ñâîþ

î÷åðåäü, âëå÷åò íåïðîñòûå ïðàâèëà ïåðåìíîæåíèÿ êîíå÷íîìåðíûõ ïðåä-

ñòàâëåíèé ðàññìàòðèâàåìîé àëãåáðû.

Íà÷èíàåòñÿ ãëàâà ðàññìîòðåíèåì îáùåé ôîðìû ñèììåòðèé Ãåêêå, çà-

äàþùèõ àëãåáðó óðàâíåíèÿ îòðàæåíèé, è ïîñòðîåíèåì íà ýòîé îñíîâå

êâàçèòåíçîðíîé êàòåãîðèè âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ, â êîòîðûõ ðåàëèçó-

þòñÿ ïðåäñòàâëåíèÿ àëãåáðû óðàâíåíèÿ îòðàæåíèé.

Çàôèêñèðóåì íåêîòîðóþ ñèììåòðèþ Ãåêêå R : V ⊗2 → V ⊗2 è ðàññìîò-

ðèì R-ñèììåòðè÷åñêóþ Λ+(V ) è R-êîñîñèììåòðè÷åñêóþ Λ−(V ) àëãåáðû

ïðîñòðàíñòâà V , êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ êàê ñëåäóþùèå ôàêòîð-àëãåáðû
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ñâîáîäíîé òåíçîðíîé àëãåáðû T (V )

Λ±(V ) := T (V )/〈(Im(q±1 I12 ∓R12)〉, I12 = I ⊗ I . (12)

Ñèìâîë 〈J〉 áóäåò â äàëüíåéøåì îáîçíà÷àòü äâóñòîðîííèé èäåàë â T (V ),

ïîðîæäåííûé ïîäìíîæåñòâîì J ⊂ T (V ).

Ñîñòàâèì äàëåå ðÿä Ãèëüáåðòà-Ïóàíêàðå àëãåáð Λ±(V ):

P±(t) :=
∑
k≥0

tk dim Λk
±(V ) , (13)

ãäå Λk
±(V ) ⊂ Λ±(V ) åñòü îäíîðîäíûå êîìïîíåíòû ñòåïåíè k.

Ðåøàþùóþ ðîëü â êëàññèôèêàöèè âîçìîæíûõ ôîðì ñèììåòðèé Ãåêêå

èãðàåò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Óòâåðæäåíèå 5 Ïóñòü R åñòü ïðîèçâîëüíàÿ ñèììåòðèÿ Ãåêêå ïðè

íåêîòîðîì îáùåì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà q. Òîãäà èìåþò ìåñòî ñëåäó-

þùèå ñâîéñòâà ðÿäîâ Ãèëüáåðòà-Ïóàíêàðå:

1. Ðÿäû Ãèëüáåðòà-Ïóàíêàðå P±(t) ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì

P+(t)P−(−t) = 1.

2. Ðÿä Ãèëüáåðòà-Ïóàíêàðå P−(t) (è ñëåäîâàòåëüíî P+(t)) ïðåäñòàâ-

ëÿåò ñîáîé ðàöèîíàëüíóþ ôóíêöèþ âèäà:

P−(t) =
N(t)

D(t)
=

1 + a1 t+ ...+ am t
m

1− b1 t+ ...+ (−1)n bn tn
=

∏m
i=1(1 + xit)∏n
j=1(1− yjt)

, (14)

ãäå êîýôôèöèåíòû ai è bi åñòü íàòóðàëüíûå ÷èñëà, ïîëèíîìû N(t)

è D(t) âçàèìíî ïðîñòû è âñå âåùåñòâåííûå ÷èñëà xi è yi ÿâëÿþòñÿ

ïîëîæèòåëüíûìè.

3. Åñëè, êðîìå òîãî, ñèììåòðèÿ Ãåêêå R êîñîîáðàòèìà, òî ïîëèíî-

ìû N(t) è D(−t) ÿâëÿþòñÿ âîçâðàòíûìè2.

2Íàïîìíèì, ÷òî ïîëèíîì p(t) = c0 + c1t + · · · + cnt
n ñ âåùåñòâåííûìè êîýôôèöè-

åíòàìè ci íàçûâàåòñÿ âîçâðàòíûì, åñëè p(t) = tnp(t−1) èëè, ýêâèâàëåíòíî, ci = cn−i,

0 ≤ i ≤ n.
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Óïîðÿäî÷åííàÿ ïàðà ÷èñåë (m|n) èç ôîðìóëû (14) íàçûâàåòñÿ áè-

ðàíãîì ñèììåòðèè R.

Îáðàòèìñÿ òåïåðü ê íåêîòîðûì âàæíûì ñëåäñòâèÿì Óòâåðæäåíèÿ 5.

Ïóñòü ñèììåòðèÿ Ãåêêå R èìååò áè-ðàíã (m|n). Êàê èçâåñòíî, ñ ïîìîùüþ

ñèììåòðèè R ìîæíî ïîñòðîèòü ïðåäñòàâëåíèÿ ρR àëãåáð Ãåêêå Hk(q) ñå-

ðèè Ak−1 (äëÿ k ≥ 2) â îäíîðîäíûõ êîìïîíåíòàõ V ⊗p ⊂ T (V ) äëÿ âñåõ

p ≥ k:

ρR : Hk(q)→ End(V ⊗p), p ≥ k .

Â ïðåäñòàâëåíèè ρR ïðèìèòèâíûå èäåìïîòåíòû àëãåáðû Ãåêêå eλa ∈ Hk(q),

λ ` k, ïðåâðàùàþòñÿ â ïðîåêöèîííûå îïåðàòîðû

ρR(eλa) = Eλ
a (R) ∈ End(V ⊗p), p ≥ k , (15)

èíäåêñ a ïåðå÷èñëÿåò âñå ñòàíäàðòíûå òàáëèöû Þíãà (λ, a), êîòîðûå

ìîãóò áûòü ïîñòðîåíû ïî äàííîìó ðàçáèåíèþ λ íàòóðàëüíîãî ÷èñëà k.

Îáùåå ÷èñëî ñòàíäàðòíûõ òàáëèö, ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçáèåíèþ λ, áóäåì

îáîçíà÷àòü ñèìâîëîì dλ.

Âñÿêîå ïðîñòðàíñòâî V ⊗p, p ≥ 2, ìîæåò áûòü ðàçëîæåíî â ïðÿìóþ

ñóììó ñîáñòâåííûõ ïîäïðîñòðàíñòâ ïðèâåäåííûõ âûøå ïðîåêòîðîâ

V ⊗p =
⊕
µ`p

dµ⊕
a=1

V(µ,a), V(µ,a) = Im(Eµ
a ) . (16)

Ïîñêîëüêó ïðîåêòîðû Eµ
a , îòëè÷àþùèåñÿ òîëüêî çíà÷åíèåì èíäåêñà a,

ñâÿçàíû îáðàòèìûì ïðåîáðàçîâàíèåì, òî âñå ïîäïðîñòðàíñòâà V(µ,a) ñ

ôèêñèðîâàííûì ðàçáèåíèåì µ è ðàçëè÷íûìè çíà÷åíèÿìè a èçîìîðôíû

äðóã äðóãó.

Ïðè çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà q èç îáùåãî ïîëîæåíèÿ àëãåáðà ÃåêêåHk(q)

èçîìîðôíà ãðóïïîâîé àëãåáðå K[Sk] ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïû ïîðÿäêà k.

Îïèðàÿñü íà ýòîò ôàêò, ìû ìîæåì äîêàçàòü ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò [GLS1,
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Ph]:

V(λ,a)⊗V(µ,b) =
⊕
ν

⊕
dab∈Iab

V(ν,dab)
∼=
⊕
ν

cνλµ V(ν,d0) , λ ` p, µ ` k, ν ` (p+k),

(17)

ãäå íåîòðèöàòåëüíûå öåëûå ÷èñëà cνλµ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé êîýôôèöèåí-

òû Ëèòòëâóäà-Ðè÷àðäñîíà (ñì. [Mac]), èíäåêñ dab òàáëèö Þíãà ïðèíè-

ìàåò çíà÷åíèÿ èç íåêîòîðîãî ïîäìíîæåñòâà Iab ⊂ {1, 2, . . . , dν}, êîòîðîå
çàâèñèò îò çíà÷åíèé èñõîäíûõ èíäåêñîâ a è b. ×èñëî d0 â ïîñëåäíåì ðà-

âåíñòâå îòíîñèòñÿ ê èíäåêñó ëþáîé ôèêñèðîâàííîé òàáëèöû Þíãà èç

ìíîæåñòâà (ν, d), 1 ≤ d ≤ dν .

Ïðèìåðîì ïîäïðîñòðàíñòâ V(λ,a) ñëóæàò îäíîðîäíûå êîìïîíåíòû Λk
+(V )

è Λk
−(V ) àëãåáð Λ±(V ) (12). Îíè ÿâëÿþòñÿ îáðàçàìè ïðîåêòîðîâ E(k) è

E(1k), îòâå÷àþùèõ îäíîñòðî÷íûì è îäíîñòîëáöîâûì ðàçáèåíèÿì (k) è

(1k) ñîîòâåòñòâåííî. Ýòîò âàæíûé ôàêò ïîçâîëÿåò âû÷èñëèòü ðàçìåðíî-

ñòè íàä îñíîâíûì ïîëåì K âñåõ ïðîñòðàíñòâ V(λ,a), ïðè óñëîâèè, ÷òî ðÿä

Ãèëüáåðòà-Ïóàíêàðå P−(t) èçâåñòåí. Ïîñêîëüêó âñå ïðîñòðàíñòâà V(λ,a),

îòâå÷àþùèå îäíîìó ðàçáèåíèþ λ èçîìîðôíû, ìû áóäåì îáîçíà÷àòü èõ

K-ðàçìåðíîñòè ñèìâîëîì dimVλ.

×òîáû ïðîäâèíóòüñÿ äàëüøå, íàì áóäåò íåîáõîäèìî ïðèâåäåííîå íè-

æå ñëåäñòâèå Óòâåðæäåíèÿ 5.

Ñëåäñòâèå 6 Ïóñòü ñèììåòðèÿ Ãåêêå R èìååò áè-ðàíã (m|n), è ðÿä

Ãèëüáåðòà-Ïóàíêàðå ñîîòâåòñòâóþùåé àëãåáðû Λ−(V ) äàåòñÿ âûðàæå-

íèåì (14). Òîãäà ðàçìåðíîñòè ïîäïðîñòðàíñòâ V(k) è V(1k), îïðåäåëÿåìûõ

ðàçáèåíèÿìè (k) è (1k) äëÿ âñåõ k ∈ N, çàäàþòñÿ ôîðìóëàìè

dimV(k) = s(k)(x|y) :=
k∑
i=0

hi(x)ek−i(y), (18)

dimV(1k) = s(1k)(x|y) :=
k∑
i=0

ei(x)hk−i(y) , (19)

ãäå hi è ei ÿâëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ïîëíîé ñèììåòðè÷åñêîé è ýëå-

ìåíòàðíîé ñèììåòðè÷åñêîé ôóíêöèÿìè ñâîèõ àðãóìåíòîâ.
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Ñóïåð-ñèììåòðè÷åñêèå ôóíêöèè Øóðà îïðåäåëÿþò çíà÷åíèÿ ðàçìåð-

íîñòåé dimVλ. Äëÿ ôîðìóëèðîâêè ñîîòâåòñòâóþùåãî ðåçóëüòàòà, íàì

íåîáõîäèìî åùå îäíî îïðåäåëåíèå.

Îïðåäåëåíèå 7 Çàôèêñèðîâàâ ïðîèçâîëüíûå öåëûå ÷èñëà m ≥ 0 è

n ≥ 0, ðàññìîòðèì ðàçáèåíèÿ λ = (λ1, λ2, . . . ), óäîâëåòâîðÿþùèå îãðà-

íè÷åíèþ λm+1 ≤ n. Ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ ðàçáèåíèé áóäåì îáîçíà÷àòü

ñèìâîëîì H(m,n) è ëþáîå ðàçáèåíèå λ ∈ H(m,n) èç ýòîãî ìíîæåñòâà

áóäåì íàçûâàòü êðþêîì òèïà H(m,n).

Óòâåðæäåíèå 8 ([Ph]) Ïóñòü ñèììåòðèÿ Ãåêêå R èìååò áè-ðàíã (m|n).

Òîãäà ðàçìåðíîñòè dimVλ ïîäïðîñòðàíñòâ, âõîäÿùèõ â ðàçëîæåíèå (16),

îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèìè ïðàâèëàìè:

1. Äëÿ ëþáîãî ðàçáèåíèÿ λ = (λ1, . . . , λk) ∈ H(m,n) ðàçìåðíîñòü dimVλ 6=
0 è âûðàæàåòñÿ ôîðìóëîé

dimVλ = sλ(x|y) . (20)

Çäåñü

sλ(x|y) = det ‖s(λi−i+j)(x|y)‖1≤i,j≤k ,

ãäå ïðè k ≥ 0 ñóïåð-ñèììåòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ s(k)(x|y) îïðåäåëÿ-

åòñÿ âûðàæåíèåì (18), à ïðè k < 0 s(k) := 0.

2. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ðàçáèåíèÿ λ èìååì

dimVλ = 0 ⇔ λ 6∈ H(m,n) .

Çàòåì â ãëàâå ñòðîèòñÿ êâàçèòåíçîðíàÿ êàòåãîðèÿ âåêòîðíûõ ïðî-

ñòðàíñòâ Vλ, â êîòîðûå áóäóò íàäåëåíû ñòðóêòóðîé ìîäóëÿ íàä àëãåáðîé

óðàâíåíèÿ îòðàæåíèé. Öåíòðàëüíûì ïóíêòîì ýòîé êîíñòðóêöèè ÿâëÿåò-

ñÿ ðàñøèðåíèå êîñîîáðàòèìîé R-ìàòðèöû íà äóàëüíîå ïðîñòðàíñòâî V ∗

(òî÷íåå, íà ïðÿìóþ ñóììó V ⊗ V ∗):
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Óòâåðæäåíèå 9 Ïóñòü îïåðàòîð Ψ ÿâëÿåòñÿ êîñîîáðàòíûì ê R-ìàòðèöå

R . Îïðåäåëèì ðàñøèðåíèå R äî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà

R : (V ⊕ V ∗)⊗2 → (V ⊕ V ∗)⊗2

(ñîõðàíèâ äëÿ ðàñøèðåííîãî îïåðàòîðà òî æå ñàìîå îáîçíà÷åíèå) â ñî-

îòâåòñòâèè ñ ïðàâèëàìè

V ⊗ V ∗ → V ∗ ⊗ V : R(xi ⊗ xj) = xk ⊗ xl (R−1) ljki ,

V ∗ ⊗ V → V ⊗ V ∗ : R(xj ⊗ xi) = xk ⊗ xl Ψ kj
li ,

V ∗ ⊗ V ∗ → V ∗ ⊗ V ∗ : R(xi ⊗ xj) = xk ⊗ xlR ji
lk ,

V ⊗ V → V ⊗ V : R(xi ⊗ xj) = xk ⊗ xlR kl
ij .

(21)

Òîãäà ðàñøèðåííûé îïåðàòîð R áóäåò R-ìàòðèöåé, çàäàííîé â ïðî-

ñòðàíñòâå (V⊕V ∗)⊗2, òî åñòü, áóäåò ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ ßíãà-Áàêñòåðà

â ïðîñòðàíñòâå (V ⊕ V ∗)⊗3.

Ýòî ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü ãåíåðàòîðû àëãåáðû óðàâíåíèÿ îòðàæåíèé

êàê âåêòîðà ïðîñòðàíñòâà V ⊗V ∗ è çàäàòü íåïðèâîäèìîå ïðåäñòàâëåíèå â
ïðîñòðàíñòâàõ V è V ∗. Äëÿ çàäàíèÿ ïðåäñòàâëåíèÿ â òåíçîðíûõ ñòåïåíÿõ

V ⊗k, âàæíî çíàòü ñòðóêòóðó êîóìíîæåíèÿ â àëãåáðå.

Êîóìíîæåíèå ∆ îñóùåñòâëÿåò ãîìîìîðôèçì àëãåáðû ìîäèôèöèðî-

âàííîãî óðàâíåíèÿ îòðàæåíèé â íåêîòîðóþ àññîöèàòèâíóþ òâèñòîâàí-

íóþ àëãåáðó L(Rq), êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.

• Êàê âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì K àëãåáðà L(Rq) èçîìîðôíà

òåíçîðíîìó ïðîèçâåäåíèþ äâóõ êîïèé àëãåáðû ìîäèôèöèðîâàííîãî

óðàâíåíèÿ îòðàæåíèé

L(Rq) = L(Rq, 1)⊗ L(Rq, 1) .

• Ïðîèçâåäåíèå â àëãåáðå ? : L(Rq)
⊗2 → L(Rq) îïðåäåëÿåòñÿ ïðàâè-

ëîì:

(a1 ⊗ b1) ? (a2 ⊗ b2) := a1a
′
2 ⊗ b′1b2 , ai ⊗ bi ∈ L(Rq) , (22)

17



ãäå a1a
′
2 è b1b

′
2 ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé îáû÷íûå ïðîèçâåäåíèÿ ýëåìåí-

òîâ àëãåáðû ìîäèôèöèðîâàííîãî óðàâíåíèÿ îòðàæåíèé, à a′1 è b′1

åñòü ðåçóëüòàò äåéñòâèÿ òâèñòà REnd íà âåêòîð b1 ⊗ a2

a′2 ⊗ b′1 := REnd(b1 ⊗ a2) . (23)

Îïðåäåëèì ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå ∆ : L(Rq, 1) → L(Rq) ñëåäóþùèì

ïðàâèëîì:

∆(eL) := eL ⊗ eL

∆(lji ) := lji ⊗ eL + eL ⊗ lji − (q − q−1)
∑

k l
k
i ⊗ l

j
k

∆(ab) := ∆(a) ?∆(b) ∀ a, b ∈ L(Rq, 1) .

(24)

Ýòî îòîáðàæåíèå è ÿâëÿåòñÿ èñêîìûì êîóìíîæåíèåì.

Ðàññìîòðèì òåïåðü âîïðîñ î òîì, êàêèå ïðåäñòàâëåíèÿ àëãåáðû L(Rq)

ìîæíî ïîñòðîèòü, îñíîâûâàÿñü íà ïðåäñòàâëåíèÿõ àëãåáðû ìîäèôèöèðî-

âàííîãî óðàâíåíèÿ îòðàæåíèé. Âûáðàâ äâà ýêâèâàðèàíòíûõ ìîäóëÿ íàä

àëãåáðîé ìîäèôèöèðîâàííîãî óðàâíåíèÿ îòðàæåíèé U è W ñ ïðåäñòàâ-

ëåíèÿìè ρU : L(Rq, 1) → End(U) è ρW : L(Rq, 1) → End(W ), ïîñòðîèì

îòîáðàæåíèå ρU⊗W : L(Rq)→ End(U ⊗W ) ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó:

ρU⊗W (a⊗ b). (u⊗w) = (ρU(a).u′)⊗ (ρW (b′).w) , a⊗ b ∈ L(Rq) , (25)

ãäå ñèìâîë . îáîçíà÷àåò äåéñòâèå îïåðàòîðà, à ýëåìåíò(û) b′ è âåêòîð(à)

u′ ïîëó÷àþòñÿ äåéñòâèåì ñîîòâåòñòâóþùåãî òâèñòà (çàâèñÿùåãî îò b è u)

êàòåãîðèè SW(V(m|n))

u′ ⊗ b′ := R(b⊗ u) .

Òåïåðü îñíîâíàÿ òåîðåìà òåîðèè êîíå÷íîìåðíûõ ýêâèâàðèàíòíûõ ïðåä-

ñòàâëåíèé àëãåáðû óðàâíåíèÿ îòðàæåíèé ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îá-

ðàçîì.
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Òåîðåìà 10 Ïóñòü U è W ÿâëÿþòñÿ äâóìÿ ìîäóëÿìè íàä àëãåáðîé

L(Rq, 1) ñ ýêâèâàðèàíòíûìè ïðåäñòàâëåíèÿìè ρU è ρW . Òîãäà ýêâèâà-

ðèàíòíîå ïðåäñòàâëåíèå L(Rq, 1)→ End(U ⊗W ) çàäàåòñÿ ïðàâèëîì:

a 7→ ρU⊗W (∆(a)) , ∀ a ∈ L(Rq, 1) , (26)

ãäå êîóìíîæåíèå ∆ è îòîáðàæåíèå ρU⊗W îïðåäåëåíû ôîðìóëàìè (24)

è (25) ñîîòâåòñòâåííî.

Çàâåðøàåòñÿ âòîðàÿ ãëàâà âû÷èñëåíèåì ñïåêòðà ýëåìåíòîâ Êàçèìè-

ðà (ãåíåðàòîðîâ öåíòðà àëãåáðû) â ïðåäñòàâëåíèÿõ, ïàðàìåòðèçóåìûõ

îäíîñòðî÷íûìè è îäíîñòîëáöîâûìè äèàãðàììàìè.

Òðåòüÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà ïðèëîæåíèþ àëãåáðû óðàâíåíèÿ îòðàæå-

íèé ê ïîñòðîåíèþ íåêîììóòàòèâíîé ãåîìåòðèè. Â íà÷àëå ãëàâû äàåòñÿ

îïðåäåëåíèå êâàíòîâàííîé ïîëóïðîñòîé îðáèòû êîïðèñîåäèíåííîãî äåé-

ñòâèÿ ãðóïïû GL(m) íà ïðîñòðàíñòâå gl∗(n) � äóàëüíîì ê àëãåáðå Ëè

gl(n). Êàê èçâåñòíî, òàêàÿ îðáèòà çàäàåòñÿ íåêîòîðîé äèàãîíàëüíîé ìàò-

ðèöåé;

M = diag[µ1, . . . , µm].

Âíà÷àëå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé îðáèòû îáùåãî ïîëîæåíèÿ, êîãäà âñå

ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ýòîé äèàãîíàëüíîé ìàòðèöû ïîïàðíî ðàçëè÷íû.

Òîãäà àëãåáðà êâàíòîâàííûõ ôóíêöèé íà ýòîé îðáèòå îïðåäåëÿåòñÿ êàê

ôàêòîð àëãåáðû óðàâíåíèÿ îòðàæåíèé ïî èäåàëó, ïîðîæäåííîìó ñëåäó-

þùèìè ïîëèíîìèàëüíûìè ñîîòíîøåíèÿìè:

χ(σk(L)) = αk =
∑

1≤i1<···<ik≤m

µi1 . . . µik , (27)

ãäå σk(L) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ýëåìåíòàðíûå ñèììåòðè÷åñêèå ôóíêöèè

(ôóíêöèè Øóðà, ïàðàìåòðèçîâàííûå ñòîëáöîì âûñîòû k). Ñëåäû ñòå-

ïåíåé êâàíòîâîé ìàòðèöû â ýòîì ôàêòîðå ïàðàìåòðèçóþòñÿ ñëåäóþùèì

îáðàçîì.

19



Óòâåðæäåíèå 11 Ïóñòü öåíòðàëüíûå ýëåìåíòû σk(L̂) ïàðàìåòðèçî-

âàíû â ñîîòâåòñòâèè ñ (27). Òîãäà ñïðàâåäëèâû ôîðìóëû

sk(L̂) ≡ TrR(L̂k) = q1−m
m∑
i=1

µki di (28)

ãäå

di =
m∏
j 6=i

qµi − q−1µj
µi − µj

. (29)

Åñëè ïîëóïðîñòàÿ îðáèòà õàðàêòåðèçóåòñÿ êðàòíûìè ñîáñòâåííûìè

çíà÷åíèÿìè µi ñ êðàòíîñòÿìè mi, 1 ≤ i ≤ s, ãäå

m1 + · · ·+ms = m,

òî êâàíòîâàíèå àëãåáðû ôóíêöèé íà òàêîé îðáèòå îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþ-

ùèì ôàêòîðîì àëãåáðû óðàâíåíèÿ îòðàæåíèé.

Âî-ïåðâûõ, èäåàë, ïîðîæäàþùèé ôàêòîð, ñîäåðæèò ìàòðè÷íûå ýëå-

ìåíòû ìèíèìàëüíîãî òîæäåñòâà Ãàìèëüòîíà-Êýëè íà êâàíòîâóþ ìàòðè-

öó:

(L̂− µ1) . . . (L̂− µs) = 0.

Âî-âòîðûõ, ýëåìåíòàðíûå ñèììåòðè÷åñêèõ ôóíêöèè äîëæíû ôèêñèðî-

âàòüñÿ ñëåäóþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè:

χ(σk(L)) =
∑

1≤i1<···<ik≤m

νi1 . . . νik ,

ãäå νi ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé íàáîð m ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé, ñòðîÿùèõñÿ ïî

ñëåäóþùåé ñõåìå. Äëÿ êàæäîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ µi ñ êðàòíîñòüþ

mi îïðåäåëÿåòÿ �ñòðóíà� çíà÷åíèé ïî ïðàâèëó

ν1 = µi, ν2 = q−2ν1 +q−1~, ν3 = q−2ν2 +q−1~, . . . , νmi = q−2νmi−1 +q−1~.

(30)

Òàêèì îáðàçîì, â êâàíòîâàííîé îðáèòå âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ñòà-

íîâÿòñÿ ïîïàðíî ðàçëè÷íûìè. Êëàññè÷åñêèé ïðåäåë îòâå÷àåò çíà÷åíèÿì

q = 1, ~ = 0.
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×åòâåðòàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà ïîñòðîåíèþ àëãåáðû êâàíòîâàííûõ âåê-

òîðíûõ ïîëåé è ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ íà àëãåáðå óðàâíåíèÿ îòðàæåíèé,

òðàêòóåìîé êàê àëãåáðà êâàíòîâûõ ôóíêöèé íà gl∗(m). Êëþ÷åâûìè òðå-

áîâàíèÿìè ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíîñòü àëãåáðû îòíîñèòåëüíî (êî)äåéñòâèÿ

RTT àëãåáðû è ïëîñêîñòü äåôîðìàöèè. Ðàññìàòðèâàåòñÿ êîíñòðóêöèÿ

èíâàðèàíòíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ, îãðàíè÷åíèå âñåãî èñ÷èñ-

ëåíèÿ íà êâàíòîâàííûå îðáèòû, à òàêæå ââîäÿòñÿ ïîíÿòèÿ êâàíòîâîãî

ðàäèóñà è ðàäèàëüíîé ÷àñòè îïåðàòîðà Ëàïëàñà. Ýòè ïîíÿòèÿ ïîçâîëÿ-

þò îáîáùèòü íà íåêîììóòàòèâíîå ïðîñòðàíñòâî íåêîòîðûå ìîäåëè òåî-

ðåòè÷åñêîé è ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè, òàêè êàê óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà

â öåíòðàëüíîì ïîëå, óðàâíåíèÿ Êëåéíà-Ãîðäîíà è Ìàêñâåëëà äëÿ ñâî-

áîäíîãî ïîëÿ.

Çàêëþ÷åíèå ñîäåðæèò êðàòêèé îáçîð ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ è îá-

ñóæäåíèå íåêîòîðûõ ïåðñïåêòèâ è íåðåøåííûõ ïðîáëåì.
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